Examen — Soluciones
Econometria I: Magister en Economia
Universidad de Santiago de Chile
Semestre 1, 2019

Nombre de alumna/alumno y firma:

Pregunta 1 (Maximo 15 puntos)
Pregunta 2 (Maximo 25 puntos)
Pregunta 3 (Maximo 20 puntos)

Instrucciones Generales

1. Tiene 90 minutos para responder a esta examen, dividida en 60 puntos.
2. Poéngale nombre a todas las hojas.

3. Se permite el uso de calculadoras, siempre y cuando no cuenten con dispositivos
de comunicacion.

4. Las tablas de probabilidad necesarias estan incluidas en la prueba. Si no sale la
cantidad exacta de grados de libertad necesaria para un calculo determinado,
utilice la cantidad de grados de libertad mas cercana.

Buena suerte!!



1. Estimaciéon de Parametros en un Modelo Lineal [17 puntos|. Considere

el modelo:
Yi = P11 + Bama; + B3z + u parai=1,2,..., N,

donde se supone que u; ~ N (0,0%Iy), y donde Iy es una matriz de identidad
de N x N. Suponga que E(xpur) = 0 para k = {1,2,3}, y que las observa-
ciones ¢ provienen de una muestra independiente e idénticamente distribuida.
Plantea tres estimadores para el vector de parametros 5 = (1, B2, 83)’, especifi-
camente el estimador de minimos cuadrados ordinarios, el estimador de método
de momentos, y el estimador de maxima verosimilitud. En esta pregunta es

fundamental indicar:
a) La funcién o sistema de ecuaciones que el estimador busca maximizar/
minimizar /resolver,

b) cémo el estimador interactua con los supuestos del modelo planteado an-

teriormente,
¢) y resuelva el estimador en cada caso (respectivamente Syco, By Y Bamv)
Note que no es necesario separar su respuesta en tres secciones (a, b y c¢).

Solamente asegure que su respuesta cubre estos tres puntos.

Respuesta: El estimador de MCO busca minimizar:

N N
B = arg mgin Zuf = Z(?‘/i — 125)2
Y=l i=1

= argmﬁin uu=(y— XB)'(y — Xp).

que es una funcion de pérdida definida por la suma de los errores al cuadrado.

El estimador de MV busca maximizar:

N

LBy, X) =]

=1

que es la funcion de verosimilitud dado los datos observados. Y el estimador de



MM busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
| N
N Z zi(yi — xiBum) =0
i=1

que se basa en el supuesto de E(zu) = 0.

El estimador B vcoo utiliza como componente central el supuesto de media con-
dicionada nula F(u|X) = 0, y ademés requiere el hecho que X es de rango
completo. MM requiere los mismos supuestos. El estimador de MV requiere
media condicionada nula y que X se de rango completo, pero ademas requiere
la independencia de las observaciones, y la normalidad del componente de error
(y por ende y) para poder especificar la funcién de verosimilitud. Nota de co-
rreccién: Aqui no se debe especificar que necesitamos V (u|X) = 0] o
normalidad para MCO o MM, ya que estos supuestos solamente so

ocupan para inferencia, no para estimacion.

En cada caso, los estimadores son:

ou'u 0 ,
o5 %(y—Xﬁ)(y—Xﬁ)
0
= %(y’y—B’X’y—y/XﬂJrﬁ’X’Xﬂ)
8 / / ! ! /
= %(yy—2ﬁXy+ﬁXXﬁ)
= —2X'y+2X'X3,
—2X'y +2X'XB = 0
= X'XB=X"y

Buco = (X'X)71X'y,

para MCO.

! N
1
N Z vy = (X' X)Xy,
i=1

. 1 X
BMM = <N ;%%)



para método de momentos, y:

N N 1

'y o 2\ =,
(= 5 In2m 5 In(c”) SR
(B, 0?) 0
oJ6; N
N=zzly=XB'W=-XB) _
9B
1
— —X'(y—XB) = 0
o
B o= (X'X)"'X"y (1)

para MV.

. Interpretacién y Seleccién de Modelos [25 puntos|. Considere el siguiente

modelo:
Y; = i1 + Poto; + Baxsi + Lakai + Uy parai=1,2,... N,

donde se supone que u; ~ N(0,02Iy), y donde Iy es una matriz de identidad de
N x N. Suponga que E(z,u,) = 0 para k = {1,2,3,4}, y que las observaciones i
provienen de una muestra independiente e idénticamente distribuida. Ademas,
x1; = 1 para cada i (un vector de N x 1 igual a 1 en cada celda), y xy; es
una variable binaria, que toma tanto valores de 0 y 1. Para una aplicacién
cuando N = 10,000, se estima un modelo de minimos cuadrados ordinarios,
reportando las siguientes estimaciones para el vector de parametros § y matriz

de varianza-covarianza V:

7 5 —1 2 —4
~ 4 ~ o~ -1 4 1 2
pu— V ==
& 5 (8) 2 1 2 3
9 -4 2 3 6

Para las respuestas a continuacion, los suguientes hechos pueden ser ttiles: el

percentil 97.5 de la distribuciéon normal estandarizada es 1.96, el percentil 95 de



la distribucién normal estandarizada es 1.645, el percentil 95 de la distribucién

x%(1) es 3.84, el percentil 95 de la distribucion x?(2) es 5.99, y el percentil

95 de la distribucion x?(3) es 7.81. Pista: como la cantidad de observaciones

N es grande, los valores criticos del yx? reemplazan los valores criticos de la

distribucion F', y los valores criticos de la normal estandarizada reemplazan los

valores criticos de la distribucién .

0

(3 puntos) Interprete las coeficientes Bl y //8\2 en este modelo.

Solucion: Aqui El es el término de constante. Su interpretacion es que
cuando x9t = x3; = x4; = 0, estimamos que el promedio de y en la pobla-
cion es igual a /§1, o igual a 7 unidades. Y dado que x9; es una variable
binaria, interpretamos a §2 como el estimador de la diferencia promedio
de y para unidades cuya x,; = 1 y aquellas unidades con x5; = 0, todo lo

demaés constante. Es decir:
Ba = Elyi|ve = 1,3, x45) — Elyilwe; = 0, 234, 245).

En este caso, estimamos que la diferencia es de 4 unidades.

(3 puntos) Construya un intervalo de confianza de 95 % para el parametro

fs.

Solucién: En este caso, sabemos que

(BB L
zk—<M)NN(O,l)parak—l,...,K. (2)

Bs—Bs

Entonces, para (3, tenemos que ( ) es aproximadamente normal con



promedio 0, y desviacion estandar 1. Ahora,

P(—1,96 <z < 1,96) = 0,95
Bs — P33

U33

P <—1,96 < < 1,96) = 0,95

P(—1,96\/v33 < f33 — B3 < 1,96\/vs3) = 0,95
P(—1,96\/’U33 < 53 — Bg < 1,96\/1)33) =10,95
P(fBr — 1,96\/v33 < B3 < B3 + 1,96\/vs3) = 0,95 (3)

y con los valores estimados de la pregunta, el intervalo de confianza de
95% es
By +1,96\/v33 = 5+ 1,96 x V2 = [2,22;7,77].

¢) (7 puntos) Realice un test de forma matricial de Hy : 3 + (4 = 10.

Solucién: Escribimos la hipdtesis nula de 5 + 64 = 10 como:
HO:HB:<O 0 1 1) — By + Ba =10

Y utilizamos
Orvico = HpByvco = B3 + Ba

v V(@ycolX) = HV (Buco| X)H' =

V11 V12 V13 V14

U1 Vg Doy Doy . . .
(0 0 1 1) = V33 + 2034 + Uyy

~

V31 U3z Usz Us4

—_— = O O

Vg1 V42 V43 Vg4

Para hacer el test de Hy : 0 = 33 + 4 = 10 contra la alternativa Hy : 0 =



B3 + B4 # 10, construimos la estadistica de prueba:

—_

v = =(Orco — )V (Orcol X)) Orco — 0°)

(Bs + 1 — 10)?
V33 + 2034 + Ugy
~ x*(1) bajo Hy: 0 = B3+ 4 = 10.

S

Y rechazamos la nula a un nivel de significancia de 5% si la probabilidad
de observar el valor de v se ubica més arriba del percentil 95 % de la distri-
bucién x?(1) (notamos que en la pregunta se indica que se puede utilizar
la x? como la aproximacién asintfotica a la distribucién F. Calculamos el
valor observado de la estadistica de prueba como:

(5+9—10)?

_WrIT 143,
T oY ox3+6

Como 1,143 < 3,84, no rechazamos la nula que B3 + 84 = 10.

(4 puntos) Suponga que ademdas sabe que se estimé una regresién de la

siguiente forma, donde %? son los residuos al cuadrado:

02 = 98,538 + 0,772x9; + 1,204z5; + 1,421y,
(1,983) (1,391)  (2,810)  (1,390), R? = 0,000155,

en base a esta informacién, realice un test de Breusch-Pagan, e interprete
sus resultados.

Solucion: Aqui la clave es reconocer que podemos realizar el test conjunto:
Hy : 72 = 73 = 74 (donde v es el coeficiente sobre cada regresor en la
proyeccion de los residuos al cuadrado sobre los regresores) mediante un

test F' del modelo utilizando el R?. Esto es con la estadistica de prueba:

() ()

y bajo la nula, v se distribuye aproximadamente x*(K — 1) = x*(3). Por




la tanto, calculamos el valor de la estadistica de prueba como:

9996 y 0,000155
-3 1 —0,000155

= 0,52.

Como 0,52 < 7,81, no rechazamos la nula Hy : 75 = 73 = 4, y concluimos
que no hay evidencia para sugerir heteroscedasticidad utilizando el test de

Breusch-Pagan.

(5 puntos) Ahora, considere el caso en que F(z4u;) # 0, pero existe otra
variable z1; que cumple con F(z1;u;) = 0y E(z1;74;) # 0. Plantee un esti-
mador de variables instrumentales y de minimos cuadrados en dos etapas
que le permita estimar el vector de parametros S de forma consistente.
, Como se comparan estos estimadores?

Solucion: El estimador de variables instrumentales (5 v) es
Brv = (Z'X)"1(Z'y)

donde X es una matriz que consiste de las variables xq, 29,23 v 4, y Z
es una matriz que consiste de las variables 1, x2, x3 y 2. El estimador de
MC2E consiste en utilizar 7 en vez de la variable endégena x4, donde
T4; viene de una proyeccién de xy; sobre z1; (y cada otra variable exdgena.

Especificamente, Bycor €s:

B]\JCQE = ()A(,)A()_l)?/
(2(22)Z'X)(2(Z2'2)' 2’ X)) (2(Z'2) Z'X)'y
(X'z(z'2)7! )(Z( ) ZXTNX'Z(Z'2) 2y (4)
'"Z(Z' )2 XTI X' Z2(Z2' 7)) 2y
X]

[
[
(X'Z(Z'Z)~ "
(X'Z(Z'2) ' 2’ X' X' Z2(Z' 7)1 Z'y.

Nota de correccion: No es necesario plantear todo esto. Basta
indicar la primera linea. Justamente en el caso de que la cantidad de
variables enddgenas es igual a la cantidad de instrumentos, el estimador

EIV es igual al estimador BMCQE. Como aqui tenemos que la cantidad de



ambas es igual a 1, tenemos:

Bucor = |X'Z(2'2)'Z'X|'X'2(Z'2) " Z'y
= (ZX)NZ'2)X'Z2)'X'Z2(Z 7)1 7y
= (Z'X)NZ'2)(Z'2)"'Zy
= (ZX)"'Zy

f) (3 puntos) Suponga que también exista otra variable zy; = 2z1;+ 1, que por
definicién cumple con E(zgu;) = 0y E(z914;) # 0. jHay alguna manera
de utilizar esta variable adicional para ganar poder y/o realizar contrastes
que no se podrian realizar en la parte e)? ;Por qué, o por qué no?
Solucion: No. Tipicamente al tener mas variables instrumentales, tenemos
una situacion de sobre-identificacién, y ganamos varias cosas, incluyen-
do la posibilidad de hacer contrastes de sobre-identificacion. Pero aqui es
importante notar que zy; es una funcién lineal exacta de z;; y un término
constante, y por ende NO agrega mas informacién independiente por sobre

AT

3. Otras Detalles Teéricas [18 puntos]. Para cada pregunta a continuacién res-

ponda apoyando su respuesta con las férmulas y/o derivaciones necesarias.

a) (6 puntos) Considere el estimador de minimos cuadardos ordinarios Syco =
(X'X)"'X"y. Bajo los supuestos cldsicos con errores normales, cudl es la
expectativa y la varianza de este estimador?

La expectativa de B es:

E(B\MCO|X) = E(Ay|X)
= AE(y|X)
= AXp
= (X'X)'X'XB
= p



donde utilizamos el supuesto que E(y|X) = X5 (o que E(u|X) =0). Y la

varianza de [ es:

V(B|X) = AV(y|X)A = A(c’1)A' = o? AN’
= 0-2<X/X)—1XIX(X/X)—1
— 0_2(X/X>71

donde utilizamos el supuesto que V(y|X) = 021, y las propiedades de la

varianza.

(6 puntos) Cuando existe error de medicién aditiva en la variable indepen-
diente, jpor qué se dice que existe un sesgo de atenuacion en el estimador
MCO (bajo los supuestos clasicos de errores en variables)?

Decimos que hay un sesgo de atenuacion, porque bajo los supuestos clasi-
cos, el valor estimado para B\ siempre estara sesgado hacia cero, es decir
siempre serd mas pequeno en magnitud, que el parametro verdadero. Esto

se ve con los dos siguientes resultados:

phmB:W<ﬁ para5>0y0—§>0
phmg:W>ﬁ para5<0y0—§>0

(6 puntos) ;Cémo se compara la varianza asintética de BMCO robusto a
heteroscedasticidad con la varianza asintética de B voo clusterizada? j Cual
proporcione inferencia mas robusto a factores idiosincraticos que impacta
la varianza/correlacién entre observaciones?

El estimador de la varianza asintética robusto a heteroscedasticidad para

[/3\ es:
2
avar(B) = (X'X)™* (Z u2m> (X'X)!
i=1
y el estimador de la varianza asintotica clusterizada es:
R c
aﬁr(ﬁ) - (X/X)_l <Z X(ia(a/c c) (X,X)_l'
c=1

La segunda varianza es mas robusta a mis-specificaciones del modelo, ya



que permite que la varianza no es comun entre individuos (al igual a la
varianza robusto a heteroscedasticidad), pero también permite una corre-
lacién no cero del término u para observaciones ¢ dentro del mismo cluster

¢, algo que la varianza robusto a heteroscedasticidad no permite.



